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微分 几何 与 积分 几何 
陈省身 


积分 几何 自从 英国 几何 学 家 ML- WRIRGR ( Crofton) 开始 研究 以 来 ， 现 今 已 通过 

W. 布 拉 施 克 (Blasehke),，L .A. 桑 塔 洛 ( Santalo ) 及 其 他 学 者 所 做 的 工作 而 取得 重 大 

进展 。 一 般 地 说 ， 其 主要 由 的 在 字 研 究 能 够 附加 于 一 个 给 定 族 的 各 个 测度 之 间 的 关系 。 在 
这 篇 文章 里 ， 我 的 意图 则 是 讨论 它 能 为 微分 几何 中 某 些 问题 所 提供 的 帮助 。 


1 KRESAPAFREORMR HME 


n+ NAEDK BGS Ta ESS — 7 FTG Ba — Pe SEI Mg EE Eh 
有 秩 a 的 可 微分 映射 x + M*>E"** 来 给 出 ,如 果 映 射 x 是 一 一 的 ， 亦 即 x( M* ) 与 自身 不 
交 ， 则 称 M* 是 嵌入 的 。x CM") 的 全 体 单位 法 向 量 组 成 M* 上 一 个 N- 1 维 球 从 并 构 成 一 
个 n+N- 1 维 流 形 BY 。 尚 车 0 是 Ers 的 固定 点 而 S, 是 以 O 为 原点 的 单位 超 球面 ， 便 存 在 
一 个 映射 T， BY 一 So， 把 Ma 的 单位 法 向 量 歇 入 过 O 的 单位 向 量 终点 是 与 这 个 单位 向 量 平 
行 。T 是 曲面 论 中 高 斯 法 映射 的 推广 。 

从 现在 起 假设 MU 从 而 BY 也 是 紧 的 ; 且 我 们 把 象 T(CBY ) 的 体积 除 以 S。 自身 
的 体积 定义 为 Tx(M") 的 全 曲率 ，T( BY ) 每 点 计数 的 重 数 等 于 上映 入 它 的 点 的 个 数 。 这 个 
全 曲率 我 们 将 俯 Tx M* ) 表示 。 从 某 种 意义 上 讲 它 就 是 子 流落 读 曲 性 的 一 种 测度 。 例 如 
对 一 条 空间 闭 曲 线 而 言 ， 其 全 曲率 差 一 个 常数 因子 就 是 曲率 绝对 人 的 积分 。 

拉 功 夫 (Lashof ) MRC 83，4 1 证 明了 关于 全 曲率 的 下 列 各 定理 ， 

C1) SH BT, CM") 大 于 或 等 于 M 的 关于 任 一 系数 域 的 贝蒂 数 之 和 。 作 为 一 个 推 
论 便 得 到 Tx CM") 之 2 ， 这 个 结果 可 由 Ms* 上 坐标 函数 极 大 与 极 小 的 一 个 初等 讨论 而 直接 
导出 。 

( 2 ) 如 果 T(Me ) < 3， 则 M" 与 一 球面 同 胚 。 (这 个 结果 也 已 由 米尔 诺 (Mitnor 》 
获 证 ( 8 ] 。) ee 

(8) 当 且 仅 当 Tx《 M* ) = 2 时 ，x《 Ms*) 为 借入 一 个 na+ 1 维 子 空间 的 凸 超 曲 
面 。 : = : 


e 这 是 陈省身 枚 搜 1958 年 在 英国 爱丁堡 召开 的 第 十 三 次 国际 数学 家 大 会 上 所 作 的 报告 。 
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这 些 定理 的 一 个 基本 根据 是 M* 上 大 量 坐 标 函 数 的 存在 性 。 于 是 莫 尔 斯 ( Morse ) 的 
临界 点 理论 提供 了 一 个 证 骨 的 基本 工具 。 

就 一 个 抽象 地 给 出 的 微分 流 形 而 论 ， 人 们 被 引 向 对 于 T:( Ma ) 尽 可 能 小 的 浸入 的 研 
究 。 这 样 就 自然 出 现 了 两 个 问题 ，(a ) 对 所 有 可 能 的 浸入 x， 只 用 M" 自 身 来 表示 ， 
T:《 M* ) 的 最 小 值 是 什么 ? Cb) 当 全 曲率 达到 最 小 值 揭 时 候 ， 刻 划 浸 入 xz 。 当 M: 与 一 
球面 网 昧 时 ， 定 理 8 回答 了 这 些 问题 。 

这 两 个 问题 对 于 一 般 的 紧 流 形 所 知 甚 少 。 定 理工 表明 T( M:) = minT, 《Ma ) 


大 于 或 千 于 M* 的 模 2 贝 落 数 之 和 。 有 充分 的 迹象 支持 下 列 猪 想 ， 即 T ( M* ) 等 于 可 用 来 
把 M: 细 分 为 一 胸腔 复 形 的 胞 腔 的 最 小 个 数 ， 但 这 一 猜想 的 正确 性 仍然 无 定论 。 

至 于 问题 (b ) ，N。H。 凯 珀 ( Kuiper) 的 一 种 猜想 是 ， 如 果 M: 淄 入 E***， 具 有 
m/w BT CM*), WNS$n(n+ 1 ) 。 当 Ms 为 一 超 曲面 (CN = 1 ) 且 有 最 小 全 曲率 
时 ， 已 经 得 到 若干 必要 条 件 。 

一 种 简单 的 情况 是 MM' 为 一 空间 采 曲 线 C= 1，N= 2 ) 的 暑 候 。 此 财 定 理 2 可 加 强 
威 下 而 的 形式 〈 法 需 人 《Fary )〔 5 ] 与 米尔 诺 ( Milnor ) ( 8 ] ) ， 全 曲率 < 4 的 空间 
闭 曲 线 是 不 打 结 曲线 。 于 是 定理 给 出 了 空间 组 结 的 一 个 简单 的 必要 条 件 ， 

另 一 应 用 是 上 述 定理 8 的 如 下 推论 ， 浸 入 通常 欧 氏 空间 中 的 闭 曲 面具 有 高 斯 曲率 
K> 0 , WAKA She OE K> 0 这 一 更 强 的 假设 下 结论 来 自 阿达 玛 (Hadamard ) 
的 一 个 著名 的 论断 。 或 许 会 使 人 感 兴趣 ， 我 们 指出 ， 相 似 的 结论 对 更 高 维 情 形 并 不 成 立 ; 
可 以 在 四 维 或 更 高 维 欧 氏 空间 中 找到 非 凸 闭 超 曲面 的 例子 ,它们 的 高 斯 - 克 罗 内 克 (Gauss- 
Kronecker ) 曲率 处 处 是 非 负 的 。 


2 复 解析 映射 的 象 的 测度 


复 射 影 空间 中 的 复 解 析 子 流 形 理论 与 欧 氏 空间 中 的 子 流 形 理论 全 然 相 仿 。 设 M, 为 一 
个 ( 复 ) no 维 复 流 形 ,Z : Ms 一 Patn 为 Ms 映 入 n+ N 维 复 射 影 空间 P,yw 的 复 解 析 映 射 ,对 于 这 
类 映射 的 研究 包含 了 各 种 经 典 理论 作为 特例 。 事 实 上 ， 如 果 M, 是 紧 的 ， 那 末 Z(M。 ) 为 一 
Re. RAM ARK RARE, 或 者 如 通常 所 称 ， 为 高 斯 平面 ) WS oT me 
Z: Ei>PiinfkH. BKC Weyl), J. BRC Weyl) MMRBM CAhlfors HRM - 
下 定义 了 一 条 亚 纯 曲线 。 特 别 地 ， 复 解析 映射 Z :下 ,一 了 :的 概念 等 同 于 定义 在 高 斯 平面 
中 的 亚 纯 函数 概念 。 

从 皮卡 ( Picard) 的 经 典 定理 入 手 ， 这 种 研究 的 一 个 主要 问题 在 于 决定 与 象 Z(M，) 
不 相交 的 N 维 线性 空间 集合 的 最 大 样子 。 对 于 亚 纯 上 曲线， 下面 的 EE. 波 菜 尔 ( Borel) 定理 ， 
提供 了 一 个 令 人 演 意 的 解答 ， 设 亚 纯 曲 线 非 退化 ( 亦 即 它 不 落 在 P13yx 的 一 张 超 平 面 内 )。 
给 定 处 于 一 般 位 置 的 N+ 8 个 超 平 面 ， 则 象 Z(E: ) 与 其 中 的 一 个 超 平面 相交 。 显 然 这 一 
定理 包含 了 作为 其 特例 的 皮卡 ( Picard) 定理 ， 即 高 斯 平面 的 一 个 整 函 教 最 多 不 取 一 个 
值 。 
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以 及 
VE a) logaA 加 erage (5) 
im . 0 Kn-1l 、 
然后 得 到 公式 | 
YY(M) 720M, L)=--| A, 


式 中 n( Ma, LD 为 L 与 Z ( errr 用 它们 的 重 数 来 计数 ， 而 uC M。 ) 是 适 
当 规 范 化 的 Z (M+) 体积 。 尤 其 可 知 ， 若 Mn 没有 边界 而 Z (Me) 非 退 化 ， 从 而 Ma) # 0 , 
RZ CMs) 与 pa+w 中 每 个 N 维 级 性 空间 相交 。 

非 紧 复 流 形 的 第 一 个 例子 或 it ee acid 5, 为 Es 的 坐标 。 当 r 一 oo 
时 E: 可 用 区 域 M(r) 


(6) 


CCitet €nbad<r? (7) 


来 穷竭 。 这 样 似乎 是 最 自然 的 穷竭， 因为 各 果 我 们 在 无 穷 远 外 添上 一 个 超 平面 a eK ” 
Es, SUM(r ) 在 Es 之 补 将 形成 x 的 一 个 管状 邻 域 。 
首先 考虑 亚 纯 函 数 Z : El 一 P|, 的 经 典 情况 。 设 v(r) 为 M(r) 的 象 的 体积 。 对 一 个 一 般 “… 
ALE pitin(r, L) 为 L 被 Z(M(r) ) 覆盖 的 重 数 。 则 ( 6 ) 可 以 写成 
1 2 -98 《 ).. - 


v(r)—alr, L) =- FA a » rd0 Ct) =rie® ) 。 


这 就 促使 我 们 记 
y(t)dt 


r 
Tye f ES, 


ro 


rt, Ldt 
ONG, L)=| ts 
r 


(ro>0). no: 
对 《 8 ) 式 做 关于 r 积 分 ， 得 到 
| Tt 
TCD -NG L) = -了 本 | togude (10 ) 
ro 


此 即 是 亚 纯 函 数 想 论 中 的 所 亩 第 一 主 定理 。 我 们 引入 阶 函数 T(r ) 的 过 程 恰恰 就 是 希 米 
aR 阿尔 福 斯 ( Shimizu- -Ah ifors) 导 出 阶 函 数 的 方法 。 

因为 第 一 主 定理 涉及 P ,一 个 一 般 点 L， 自 然 要 对 它 在 P， 上 积分 。 如 果 我 们 用 不 变 害 度 
dL 求 积 分 ， 则 有 殉 罗 夫 顿 ( Crof ton) 型 的 A 


Tr) =| | ae eae a 《31) 
LE Py 


1 : 


从 中 可 见 (10) 式 右边 的 平均 值 为 零 。 另 一 方面 , 从 第 一 主 定理 导出 基本 不 等 式 
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T(r) -NCr, L) >const, (12) 

如 果 我 们 在 一 个 非 不 变 密度 上 对 这 个 不 等 式 积分 ， 容 易 得 到 如 下 定理 ， 象 集 Z(E, ) 在 Pi 
之 补 有 测度 零 。 一 个 源 于 RR。 尼 凡 林 纳 (-Nevantinna ) 又 由 阿尔 福 斯 (Ahlfors) 简 化 的 
思想 5 1 ] 在 于 其 奇 性 密度 的 应 用 。 正 是 由 C12 ) 对 于 这 样 一 个 密度 求 积分 ,导出 了 皮卡 
- 波 菜 尔 ( Picard-Borel ) 定理 的 一 种 证 明 。 | 

在 复 解析 映射 Z : E:->P: 的 傅 况 ， ff SM PRI RTE.) Dah, 的 
开 子 集 ， RAL RE TE CAS RA Ree TE SM 
的 第 一 主 定理 具有 下 列 推广 ， 

设 v(r) 为 M(r ) 象 的 体积 而 对 一 般 wee Pi, #in(r, L. ) 为 L 被 Z (MC) Bea Ee 重 
数 。 设 


dt 
T(r) = | viet 


fo 


(13) 
N(r, L) -| PCD OD, 
od ge 

则 有 不 等 式 

T(r) ~NCr，L ) >const 一 SGr，L)，. (14) 
. | fe 4 . 
其 中 S(r，L ) = = 一 +, | +f Cviitvoe,?) logudV> 0, 

: : 


] 
和 
| 


积分 在 已 :单位 超 球面 的 体积 元 素 4V 上 进行 。 由 这 个 不 等 式 显 见 为 了 在 象 集 Z(E,) 上 取得 
结论 ， 必 须 当 r 一 oo 时 ， 有 T(r ) +o, 后 者 在 一 维 情况 下 自动 成 立 ， 而 在 二 维 情况 下 | 却 
成 为 一 个 附加 假定 。 事 实 上 ， 法 都 - 比 勃 巴赫 ( Fatou-Bieberbach) 那些 著 名 的 例子 训 
不 具有 这 一 性 质 ， 此 外 又 若 
S(r, L) =0(T(r)), | 6) 

我 们 便 得 到 这 样 的 定理 ， Z(E: ) 至 多 续 少 一 个 零 测度 集 。 

(16) 这 一 假设 从 它 涉及 一 般 点 LE P: 的 意义 上 来 说 是 不 能 令 人 满意 的 。S(r,L ) 的 
表达 式 则 启发 我 们 应 该 引入 一 种 “混合 阶 消 数 ”。 实 际 上 ， 设 Q 与 Q ,各 为 P :与 E, 上 分 别 
连带 的 两 个 微分 式 。 则 


{My 2* C0) AQ. =v, (17) 


为 区 域 Mr ) 的 温 台 体积 ， 式 中 Z*( Q ) BM Z FO Be 


i 
S(r) -f oes C18) 
6 


eee e = 
vn Eot logC IZ1+ ILI) (CK=1, 2),, 


3 iy? 
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用 一 个 关于 T(r ) AS Cr ) 相对 增 量 的 条 件 来 代替 条 件 (16 ) 是 可 能 的 。 


3 ”积分 公式 与 刚性 定理 


如 果 我 不 触及 积分 几何 鹤 刚 性 定理 和 唯一 性 定理 的 证 明 中 所 起 的 作用 ， 相信 我 对 微分 
几何 与 积分 几何 关系 的 讨论 会 遗留 一 个 很 大 的 缺 聊 。 这 种 考虑 最 有 各 的 例子 或 许 是 黑 格 罗 
% ( Herglotz ) WFR (Weyl) 问题 中 唯一 性 的 证 明 。 且 不 论 这些 重 要 的 应 用 ,对 于 
浸入 紧 子 流 形 推导 积分 公式 ， 本 身 也 具有 独到 的 情趣 。 稍 作 分 析 运 算 就 可 看 出 几乎 不 存在 这 
样 的 公式 ， 除非 后 者 被 多 许 涉及 空间 的 其 它 几 何 元 养 例如 图 定点， 固定 线性 子 空 间 ， 辕 
定 方向 ， 如 此 等 等 。 原 因 很 简单 ， 对 于 一 个 浸入 子 流 形 x : ME", pL x(P), 
P € M*， 与 原点 的 选择 有 关 。 

最 简单 的 是 一 个 严格 西 超 曲 面 x : Ma-=Ea+! 的 情况 。 我 们 自然 会 对 它 定向 便 高 斯- 克 
罗 内 克 (Gauss- Kronecker) fq B4bkb> 0, 由 于 把 超 曲 面 忆 = x(M") 映 入 以 原点 为 心 的 
单位 超 球面 S。 的 法 映射 是 一 一 的 而 且 处 处 具有 非 零 雅 可 比 式 ?所 以 超 井 面 能 用 : So 一 工 
CE REM, HPS WH AERA MEXR ABC PAA. 

为 得 到 刚性 定理 ， 设 x : S ,一 民 "为 一 个 第 二 严格 凸 超 曲 面 。 然 后 就 有 可 能 列 写 在 
So。 上 一 些 从 整体 上 定义 的 外 微分 形式 。 就 我 们 的 目的 所 需 ， 仅 限于 下 面 这 些 : 

Ar= (x,E, d &, ry d &, dx, “9 dx, dx’, wet y d x’ ) 9 } 

t G39) - 

A’..= (x’, a eae “rey d &, dx, oe 2d x, dx’, edz’), J 
这 些 式 子 中 每 一 个 一 a+ 1 阶 行列 式 ， 其 各 行为 相应 向 量 或 向 量 值 微分 形式 的 分 量 , 规 定 
在 行列 式 的 展开 式 中 微分 形式 乘法 的 意义 为 外 乘 。 下 标 r 指 内 中 dx 的 个 数 而 下 标 s 为 其 中 
dx 的 个 数 。 因 为 A,. 与 A',: 在 S, 上 整体 定义 ， 它 们 在 S。 上 的 积分 为 零 。 

如 此 而 得 的 积分 公式 可 用 更 加 几何 化 的 形式 表达 如 下 设置 = d&? 为 5 的 基本 形式 ， 
RK 
| T=-dxd&, [’=-dx/dé (20) 

分 别 为 斑 ， 王 “的 第 二 基本 形式 。 设 A(y，y ) 为 通常 二 次 微分 形式 y I +y/T’+ FX 
于 一 个 局 部 坐标 系 的 行列 式 ， 以 致 和 A(y，y’)/A(0,0 ) 与 局 部 坐标 系 的 选择 无 关 。 


A(y,y’) _ 


Ee r 3 ， 
ACO, 0) : rlsi(n—r—s)1Y y’ Py, € 21 ) 


2 
O<r+S<n 


其 中 -为 导 ， 民 /的 混合 不 变 式 。 特别 在 话 上 数值 因子 后 P !。。，P。! 各 为 工 ， 马 ' ee 
径 的 第 ! 初 等 对 称 函 数 。 于 是 我 们 的 积 分 公式 能 写成 


| (PPr,~ Py,1,,) dV= 0， | CP/’Py,- Pr, ,+1) dV = 0 (22) 
So So 


RBAVAS MAR CHMP, P'4HAO, CO RMR. (22) 的 一 个 重要 推论 是 
公式 
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[PProrav= fr pradav， {PPpi-ssav= fp Prdvcid1) (23) 
这 又 给 出 
2 人 PP， 1- Pl. wav J (PP ute: ,~ Pls) 


SP CPL. 1i-Pol) } V。 | (24) 

重要 的 是 注意 到 (24) fh ATER TE, yay 中 是 反 称 的 。 

公式 ( 24 ) #8 FUSE HE >» Kt 理 就 是 闵可夫 斯 基 
( Minkowk si ) 与 AD。 亚 历 出 大 治 夫 ( Alexandroff) (23, URR BSR 
CFenchel ) 4378%h (Jessen) C67 的 众 一 性 定理 : 如 果 两 个 闭 的 严格 凸 趣 曲 而 在 对 应 
点 具有 平行 法 线 ， 主 曲率 半径 的 第 1 ( 对 固定 的 ! 之 2 ) 个 初等 对 称 浅 数 有 同样 的 什 ， 则 它 
们 仅 相 差 一 个 平移 。 定理 对 1 = = T 也 成 立 ， 但 那 时 有 不 同 ( Be ) 的 证 明 。 

BARRO RBCS HL A 4 Gara ing ) SER, Bie AMEN HS MX 上 所 说 工 
作 的 推论 。 这 可 以 陈述 和 如下; | 

设 C Ai ) 为 一 个 hx anit, 又 设 


det C BityNh) = Seek y" | = (25) 
0<r<a ， 


设 P (入 0，… ， 入 中 为 Pr( 入 ) 的 完全 极 化 形式 ， 使 得 
pr CN, tes A = PrCA) 
ss 
| a - <A 
则 对 r 之 2 及 正定 矩阵 (和 各 )，…， CA ) 成 立 下 列 不 等 式 ， 


Pr CAG), ee, APS Py CAG) ) Pee DCMI, ( 26 ) 
等 号 成 立 当 且 仅 当 上 个 矩阵 两 两 成 比 列 。 

锥 后 可 由 引 理 与 积分 公式 《24 ) 直接 推出 唯一 性 定理 。 因为 有 了 P。 1= P16 的 前 #, 
从 (26 ) 得 到 PI-1,1- Pol 之 0。 由 (24) 可 见 这 仅 当 Pl11,1- Pol= 0 时 才 有 可 能 ， 
再 次 应 用 引 理 知道 各 超 曲面 的 第 二 基本 形式 相等 。 

就 我 所 知 ， 如 果 主 曲 率 的 第 1 个 初等 对 称 函 数 规定 为 法 向 量 的 函数 ， 还 不 了 , 解 类 似 的 
唯一 性 定理 是 否 成 立 。 亚 历 山 大 洛 夫 "C 入 lralid toff ) ENT BRK RST Ar Fa 
MER EB BRE, WR TARR t 他 的 证 明 用 了 极 大 值 
原理 ， 如 果 这 个 定理 能 用 税 分 公式 平 以 证 困 ， 该 来 是 很 有 趣 的 ， 
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